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INTEGRATION التكـــــــــــــــــــــامل
التكاملت لعض

Example:

Evaluate the integrals التية: اتتامالت احسب

(1) ���2�� �� (2) ���2 � ��� (3) ���2 � ���

(4) ���2 �� �� (5) ���2 �� �� (6) ���2 �� ��

Solution:

1 ���2�� �� = 1
2

(1 − ���2�)� �� = 1
2

� − ���2�
2

+ �

2 ���2 � ��� = 1
2

(1 + ���2�)� �� = 1
2

� + ���2�
2

+ �

3 ���2 � ��� = ( sec2 � − 1)� �� = ���� − � + �

4 ���2 �� �� = ( csc2 � − 1)� �� =− ���� − � + �

5 ���2 �� �� = ���� + �

6 ���2 �� �� =− ���� + �

Example:

Evaluate the integrals التية: اتتامالت احسب

1 ���ℎ2�� �� 2 ���ℎ2� �� 3 ���ℎ2�� �� (4) ���ℎ2�� ��

Solutions:

We have ���ℎ2� − ���ℎ2� = 1 and ���ℎ2� + ���ℎ2� = 1 and

���ℎ2� = 1
2
(���ℎ2� − 1) and ���ℎ2� = 1

2
(1 + ���ℎ2�)

1 ���ℎ2�� �� = 1
2

(���ℎ2� − 1)� �� = 1
2

���ℎ2�
2

− � + �

2 ���ℎ2� �� = 1
2
(���ℎ2� + 1)� �� = 1

2
���ℎ2�

2
+ � + �
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3 ���ℎ2�� �� = (1 − ���ℎ2�)� �� = � − ���ℎ� + �

4 ���ℎ2�� �� = (1 + ���ℎ2�)� �� = � − ���ℎ� + �

Exercise:(7)

(1) ��3�2� �� (2) �3���ℎ (�2 + 6)� �� (3) ���−1 �
4

1−�2
� �� (4) � �2 − 3� ��

(5) (�������)3

1+�2� �� (6) �3���� �� (7) �2

1+�6� �� (8) 2 2�+1� ��

(9) �������� �� (10) ��� (5� − 3)� �� (11) ����(�2 − 1)� ��

(2) INTEGRATION BY PARTS: التجزئة: التكامل

اتتامال وبمخذ � �� = ��� + ��� داتتين ضرب تفمضل قمنون على اعتامدا تلتفمضل قمبلة و� � دوال امنت اذا
التية: بمتصورة تاتب بمتتجزئة اتتامال وصيغة ��� = �� − �� ��� ان: نجد اتاعمدتة تطرفي

�� �� = �� − �� ��

�(��) = be differential functions. According to the product rule for differentials � and �Let
��� + ���

Upon taking the antidervatives of both sides of the equation, we obtain

�� = �� �� + �� ��

�� �� = �� − �� �� This is the formula of integration by parts when in the form

then �, � be continuous on an interval � � , � � , �\ � , �\(�)Or if

ان: نجد عليه �, � اتفترة في استارة دوال � � , � � , �\ � , �\(�) امنت اذا او

(�) �(�)�\(�)� �� = � � � � − � �� �\(�)��

(��) �
� �(�)�\(�)� ��� = � � � � �

� − �
� � �� �\(�)���

Where � = � � , �� = �\(�) are parts of the integration?

اتتامال. ان اجزاء تاثل � = � � , �� = �\(�) ان بحيث

Example:
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Evaluate the following integrals التية: اتتامالت احسب

1 �� ���� �� 2 �� �4��� 3 �2� ������ 4 ���� �� (5) �3��2� ��

Solution

1 �� ���� ��

Let � = � ⇒ �� = �� and �� = ������ � =− ����

∴ �� ���� �� =− ����� − −����� �� =− ����� + ���� + �

2 �� �4���

Let � = � ⇒ �� = �� and �� = �4��� ⇒ ��� = �4�� �� ⇒ � = 1
4

�4�

∴ �� �4��� = �
4

�4� − 1
4
�4�� �� = �

4
�4� − 1

16
�4� + �

3 �2� ������

Let � = �2 ⇒ �� = 2��� and �� = ������ ⇒ � = ����

∴ �2� ������ = �2���� − 2������ �� = 2 � ����� ��

Again let � = � ⇒ �� = �� and �� = ������ ⇒ � =− ����

⇒ 2 � ����� �� =− 2����� − 2 −����� �� = 2 −����� + ����

∴ �2� ������ = �2���� − 2 −����� + ���� + �

4 ���� ��

Let � = ��� ⇒ �� = ��
�
and �� = �� ⇒ � = �

∴ ���� �� = ���� − � ��
�

� = ���� − ��� = ���� − � + �

(5) �3��2� ��

Let � = �2 ⇒ �� = 2��� and � = ���2 ⇒ �� = 1
2

��2

∴ �3��2� �� = 1
2
�2��2 − 1

2
��2 + �
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Example:

Evaluate the following integrals التية: اتتامالت احسب

1 ���−1 �� �� 2 ���−1 �� �� (3) �� ���−1 � �� (4) �� ���−1 � ��

Solution:

1 ���−1 �� ��

Let � = cos−1 � ⇒ � = ���� ⇒ �� =− ������

∴ ���−1 �� �� = � cos−1 � − sin cos−1 � + �

2 ���−1 �� ��

Let � = tan−1 � ⇒ � = ���� ⇒ �� = ���2����

∴ ���−1 �� �� = ����2���� = tan−1 � tan tan−1 � + ln cos( tan−1 � ) + c

3 �� ���−1 � ��

Let � = sin−1 � ⇒ � = ���� ⇒ �� = ������

�� ���−1 � �� = � ���� ������ = 1
2

����2����� =

1
2

−1
2

����2� + 1
4

���2� = 1
4

sin−1 � ��� 2 sin−1 � + ��� 2 sin−1 � + �

(4) �� ���−1 � ��

Let � = ���−1 � ⇒ � = ���� ⇒ �� = ���� ������

�� ���−1 � �� = � ����� ���� ���� �� = �� ���2� ������

= 1
1
����2� − 1

2
� − ���� = 1

2
sec−1 � ���2 sec−1 � − 1

2
sec−1 � − ��� sec−1 � + �

Example:

Evaluate the following integrals التية: اتتامالت احسب

(1) �� �2 + 2� �� (2) ���3�� ��
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Solution:

1 �� �2 + 2� �� Let � = �� �2 + 2 ⇒ �� = 2���
�2+2

and �� = �� ⇒ � = �

�� �2 + 2� �� = ��� �2 + 2 − 2 �2��
�2+2

� = ��� �2 + 2 − 2 1 − 2
�2+2

� ��

= ��� �2 + 2 − 2� + 4
2

tan−1 �
2

+ �

(2) ���3�� ��

Let � = sec � ⇒ �� = ���� ������ and �� = ���2� ⇒ � = ����

� = ���3�� �� = ���� ���2�� �� = ���� ���� − ���� ���2�� �� ⇒

���� ���2�� �� = ���� ���2� − 1� �� = ���3�� �� − ����� �� =

� − �� ���� + ����

∴ � = ���3�� �� = ���� ���� − � − �� ���� + ���� =

���� ���� − � + �� ���� + ����

∴ � = ���3�� �� = ���� ���� − � + �� ���� + ���� ⇒

� + � = 2� = ���� ���� + �� ���� + ����

∴ � = ���3�� �� = 1
2

���� ���� + �� ���� + ���� +c

Exercise:8

(1) �2 ��� �3� �� (2) ���−1 �� �� (3) ���2� ���2�� �� (4) 1
�2 ���2 1

�
� ��

(5) 1 − ���2�� �� (6) ���������
����

� �� (7) ���2� �� (8) ���2� ���4�� ��

(9) 1
4+5���2�

� �� (10) ���−1 3�� �� (11) ����2�� �� (12) ������� ��

13 �2 − 3� ��� �� 14 ����ℎ2 �2� �� (15) � �2 − 3� �� (16) ���7�� ��

Prove that:
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(1) ����� �� = ������ + � (2) ���2�
1−4���2�

�� = 1
2
���−1 2�����

(3) ����� �� = �� ���� + ����

(3) INTEGRATION BY PARTIAL FRACTIONS: الجزئية: لالكسور التكامل


